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PHAN 2: CO SO GIAI TiCH TOAN HOQC VA UNG DUNG

CHUONG V: ON TAP VE GIOI HAN VA VI PHAN HAM MQT BIEN
SO LUQC VE LY THUYET CHUOI

Noi dung co ban

Ham s6 va giéi han ciia ham so.

Ham s6 lién tuc.

Ham s6 so cdp va tinh lién tuc cia ham s6 so cdp.

Pao ham va vi phan ham mot bién. Cuec tri ham mot bién.

Mot s6 ham sb thuong gip trong phan tich kinh té. Ung dung cua dao ham ham sd
mot bién trong kinh té.

So liege vé Iy thuyét chudi.

Thuét ngir then chét Viét — Anh

- Ham s0 — Function; - Gi6i han ciia ham s6 — Limit of a Function;
- Ham s6 so' cAp co ban — The Basic Elementary Functions;

- Ham sb so cap — Elementary Functions;

- Ham s6 lién tuc — Continuous Function;

- Tinh lién tuc ciia ham s6 — Continuity of a Function;

- Pao ham — Derivative; - Vi phan — Differential;

- Pao ham va vi phan cép cao — Derivatives and Differentials of Higher Orders;
- Cuec tri — Extremum,

- Ham mét bién — Function of One Variable;

- Ham s6 nhiéu bién — Function of Several Variables.

V.1. ON TAP VE GIOI HAN (SV TU ON LAI)
V.2. HAM SO LIEN TUC — CAC HAM SO SO CAP VA TiNH LIEN TUC CUA CHUNG
V.2.1. HAM SO VA HAM SO LIEN TUC (SV TU ON LAI)

Ghi nho:

Cho ham sb y = f(x) xac dinh trén D, xoeD.
- f(x) lién tuc tai xo khi va chi khi lim f (x) = f(Xo).

- f(x) lién tyc trén D khi va chi khi f(x) lién tuc tai moi x thudc D.

- Hinh anh hinh hoc: D6 thi cua ham lién tuc 1a mot duodng lién nét.

V.2.2. CAC HAM SO SO CAP VA TiNH LIEN TUC CUA CHUNG

2.2.1. Cac ham sb so cip co bén

1. Danh sach cac ham so so cap co ban

- Ham hang y = C (const).

- Ham lity thira y = x°.

-Ham mii y=a"

- Ham logarit y = logax.

- Ham lugng giac y = sinx, y = cosx, y = tanx, y = cotx.

- Ham lwgng gidc nguwge y = aresinx, y = arccosx, y = arctanx, y = arccotx.
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2. Vai nét vé cac ham luong giac nguoc
a) Ham y = arcsinx
s

e Dinh nghia: y = arcsinx < (siny = xvay € [—g, E])'

e Tap xdc dinh Dy=[ 1, 1]; tap gid trj I, = [—g, %].

¢ Dao ham y’ = (arcsinx)’ = >0,Vx e(-1,1).

1
NS

e Ddng bién trén toan tap xac dinh.
b) Ham y = arctanx

¢ Dinh nghia: y = arctanx < (tany = xvay e (—% : %)).

° Tép X4ac dlnh Dy =R= (—OO, +OO), tﬁp glé trl Iy = (_%1 g)

>0, VX eR.

e Dao ham y’ = (arctanx)’ = >
1+x
e Dong bién trén toan tap xac dinh.

c) Ham y = arccosx
¢ Dinh nghia: y = arccosx : = % —arcsinx < (cosy = x vay e [0, n]).
e Tap xac dinh Dy = [ 1, 1]; tap gia tri Iy =[O, n].
1 <0, wxel1,1)

NG

e Ham nghich bién trén toan tap xac dinh.

e Dao ham y’ = (arccosx)’ = —

d) Ham y = arccotx

¢ Dinh nghia: y = arccotx = % —arctanx < (coty =xvay e (0, n)).

e Tap xac dinh Dy = R = (—oo, +o0); tap gia tri Iy = (0, n).

e Dao ham y’ = (arccotx)” = — <0, vx eR.

2

14+ x
e Ham sb nghich bién trén toan tap xac dinh.
2.2.2. Cac ham sb so' cip va tinh lién tuc ciia ching

1. Ham s6 so cip: 1a ham s6 nhan dugc tir cac ham so cdp co ban bai cac phép toan cong,
trir, nhan, chia, Iy thira, khai can va phép lay ham hop.

2.Vidu

+Vidu1: y=tan(x’ + 3x — 5) + arcsin(x® — 2x).e** * 3 _ 245 | sinx 1a mot ham sb
SO cap.
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2 X—2
o (X —=3x+4)(e" " -1) ki x<2 . .
+Phanvidu?2: y= X—2 la mot ham s6 khong so cap.
e*sin(x—2)+2 khi x>2

3. Nhén xét: N6i ndém na, ham s6 khong so cp khi no khong thé cho béi mot biéu thirc so
cap ma phai tir it nhat hai biéu thuc so cap trg 1€n.

4. Tinh lién tuc ciia ham s so cip
Moi ham s so' cip déu lién tuc trén toan tip xac dinh.
V.3. PAO HAM VA VI PHAN HAM MOT BIEN. CUC TRI HAM MOT BIEN
V.3.1. PAO HAM VA VI PHAN CAP 1, CAP CAO
1. Pao ham va bing dao ham so cdp (SV tw én lai)
Ghi nhé

+ DPbi v6i mdi ham sb y = f(x) xac dinh trén tip D va xo 1a diém tu ciia D (tirc 1a c6 diy s6
{xn} trong D sa0 cho X, # xo, YN €N Va X, — Xo khi n — o). Khi d6 dao ham ctia ham sé da
FOO—F (%) _ i FO6+ 29— F(x)

cho tai Xp dugc xac dinh boi (xo): = lim li
=% X=X, Ax—0 Ax—0

+ Néu mot trong hai gidi han nay tdn tai hitu han thi ca hai cung tdn tai hitu han va béng
nhau. Khi do6 ta néi ham so y = f(x) kha vi tai di€ém xo.

+ Néu trai lai, mot trong hai gioi han nay khong tdn tai hodc vo han thi ca hai cung nhu thé
va ta no6i ham s0 y = f(x) khong kha vi tai xg.

2. Cdc quy tic tinh dgo ham (SV tw 6n lgi)

a) Bang cac dao ham so cip

c=0. X' =ax'h a =a‘lng e’ =e.
: 1 1 ) - : .
log, x = ; Inx =—; sinx =cosx; cosx =-—sinx;
xlna X
: 1 . o 1 . : 1
tfanx = — cotx =-—— arcsinx = y arctanx = ~.
CoS” X sin” x 1— X 1+x

b) Cac quy tic tinh dao ham
utv)y=u+v; (U-v)=uv-v; (wv) =uv+ uv’;

)
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c) Bang dao ham ham hop

a a=1 1 . .
u '=au u a" '=a'lna-u’ e’ '=e".u
. ' oo’ _
log,u "= Inu '=— sinu '=u'cosu
ulna u
. . u' u'
cosu '=—u'sinu tanu *=— cotu = ——
COoS U SIn U
. u' ' u'
arcsinu ' = —— (arctanu) =
1-u® 1+u

3. Viphan (SV tw on lai)

Ghinhé: Néu y=y(x) thi dy=y’(x)dx (boi thé ma ta con hay viét dao ham y’(x) la g_y
X

4. Pao ham va vi phén cdp cao (SV tw én lai)
Ghinh6: y’x):=@"), vy =), ...,y =" Yy n=23,4, ...
d?y: =y dx?, dPy: =y dxd, ..., dY: = y(n)dx", n=2,3,4, ....
V.3.2. CUC TRI VA CACH TiM

1. Khdi niém cwec tri (dia phwong) (SV tw on lai)

2. Nhic lai cach tim cue tri
Bai to4an: Cho ham s y = f(x) xac dinh trén tap D. Tim cyc trj ctia y (néu c6).
Thuit toan tim cwe tri: Ta thuc hién tuan tu cac budc dudi day.

e Buéce 1: Tinh dao ham y’ = £(x).
e Buéc 2: Giai phuong trinh y’ = 0 tim cac nghiém (néu c6)
+ Néu y’ vo nghiém thi két ludn ham sd khong c6 cuc tri. Thuat toan dimng.
+ Néu y’ ¢6 nghiém,chiang han X1, Xy, ... thi d6 1a nhimng diém dimg, tic 1a nhimng diém
kha nghi ¢6 cyc tri. Lam tiép budc 3.
e Budre 3: Kiém tra diéu kién co cuc tri tai tung diém dung.
Chang han, xét diém dimg x = a ndo do.
+ Hodc 1a xét ddu y khi x chay qua a tir trai sang phai.
- Khi y’ d6i du tir 4m sang duong thi x = a 1a diém cuec tiéu.
- Khi y d6i dau tir drong sang 4m thi x = a 1a diém cuc dai.
- Khi y’ khong d6i dau thi x = a khong 13 diém cuc tri.
+ Hoac la tinh y’’(a).
- Khi y*’(a) > 0 thi x = a 1 diém cuec tiéu.
- Khi y*’(a) < 0 thi x = a 1 diém cuc dai.
- Khi y’’(a) = 0 thi x = a khong la diém cuc tri.
o Bude 4: TOm tat va két luan vé cuc tri cua ham sb da cho.

SV tu tim vi du va tu giai
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V.3.3. PAO HAM CUA AN HAM CHO BOI PHUONG TRINH THAM SO
1. Ham 4n xac dinh béi phwong trinh tham sb

Gia st x = x(t), y = y(t) 1a hai ham phu thuc bién teD, t goi 1a tham s6 va thuong 12 bién
thoi gian trong thuc té. Hon nira gia sir c6 cac dao ham x’(t) va y’(t) dong thot x°(t) # 0, voi moi teD.
Khi do, ta co thé khir ‘tham s6 t dé duoc ham y = y(x) phu thudc truc tiép vao bién x chur khong gian
tiép thong qua tham sb t nita. Ta bao y = y(x) 12 4n ham x4c dinh béi phuwong trinh tham sb x = x(t), y =
y(t), teD.

2. Vidu 3: Xét x = cost, y = sint; te(0, ©). Khi d6 x’(t) =—sint <0, V te(0, 7). Khi d6 ta khir t
vaduge XX +y?=1,y>0,thclay= V1-x*,~1<x<1.

3. Nhan xét: Khong phai truong hop nio ciing d& dang khir tham sb t nhu vi du trén. Doi khi
viéc khur kha phure tap hodc khong thé giai mot cach twong minh dé tim bi€u thirc cua y theo x. Tuy
nhién, ta van ¢ thé tinh dugc dao ham y’(x) cia an ham y = y(x) ma khong can biét biéu thuc cu thé
cua ham nay.

4. Pao ham ciia 4n ham

a) Bai toan: Biét an ham y = y(x) xac dinh bdi phuong trinh tham sé x = x(t), y = y(t), teD

(ttrc 1a x’(t) # 0, VteD. Hay tinh dao ham cap 1, 2 cua y theo x.

b) Céng thirc tinh dao ham an ham
dy vy
dx x'(t)

Luu y: Thyc chét cong thirc (3.3.1) chi cho biéu thirc cta (4n) ham y’ = y’(x) theo
tham s0 t.

+Paohamcip I:  y'(x)= , VteD (3.3.1)

+ Dao ham cdp 2: Lai xét y’ = y’(x) = z(X) nhu mdt 4n z = z(x) ham cho béi phuong trinh

tham s6 x = x(t), z = z(t) = yo va ap dung (3.3.1) ta duogc

X'(t)

[x'()]
Luwu y: Tat phién cong thie (3.3.2) ciing chi cho biéu thic cia (4n) ham y»> = y”’(x)
theo tham so t.

¢) Nhan xét: Trong thyc hanh ta ¢ thé tinh tryc tiép

[y'(t)]

d? y dt{ x'(t) VteD
X'(t)

cht khong nhét thiét phai ding cong thirc (3.3.2)

y'(x)=

d) Vi du 4: Biét x =e***; y =e* 2 teR. Tinh dao ham cua 4n ham y = y(X) theo x.
Giai x’(t)=2¢""1 y'(t) =3¢¥ 2 teR. Do 46
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dfy' 3 s
dy y'@) _3&%?% 3 ., d’y  dt{x'(t) 2 3
’X - = =8 , "X: = = == ,tER.
') dx  x'(t) 2e*"t 2 y') dx? X'(t) 20”4t

e) Vi du 5: Tim cyc tri (néu c¢6) ctia ham an y = y(x) cho boi phuong trinh tham sé dudi day
x=2-t y=t2-3t+2; teR.
Giagi +x'(H)=0-1,y(t)=3?—3=3(t* - 1);
1(10)
+y(x) = i—gi = 3(1- 1), y(x) = JXO) sztlgt) = 6t; teR.
+y(x)=0(1-t?=0,x=2-t) < (t=—-1,x=3 hoict=1,x=1).
+Véix=1,t=1tathdy y”’(1)=6.1 =6 >0 nén y = y(x) dat cuc tiéu v6i ymin = 0.
+Voix=3,t=—1tathiy y"’(- 1) = 6.(— 1) = — 6 nén y = y(x) dat cuc dai véi yma = 4.

V.4.UNG DUNG CUA PAO HAM HAM SO MOQT BIEN TRONG PHAN TiCH KINH TE
V.4.1. MOT SO BIEN VA HAM SO THUONG GAP TRONG PHAN TiCH KINH TE
1. Gia (Price): p; Lao ddng (Labor): L, Vén (Capital): K
2. Ham cung (Quantity Supplied): Qs
3. Ham cau (Quantity Demanded): Qq
4. Ham loi ich (Utility): U
5. Ham (tong) chi phi (Total Cost): TC
6. Ham (tong) doanh thu (Total Revenue): TR
7. Ham lgi nhuan © = TR - TC (Profit)
7. Bién hay ham thu nhap quéc dan (National Income): Y
8. Ham tiéu dung (Consumption): C
9. Ham tiét kiém (Saving): S=Y -C
10. Ham dau tw (Investment): |
Ngoai ra con xét cac ham san xuét ngin han Q = Q(L) (cac yéu t khac khong doi).
V.4.2. PHAN TICH MQT SO HAM QUAN TRONG
1. Ham cung, ham ciu
- Khi phdn tich thi ti‘"u"d’ng hang hoa, ngu’o‘i? ta fhwdzag su dung ham cung (supply
function) va ham cau (demand function) dé biéu dien sw phu thudc cia lwong cung

Qs va lieong cau Qq doi véi mét loai hang héa vao gid ciia hang héa do.
- Ham cung va ham cau cé dang: Qs =S(P), Qq=D(P) (1.1
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O ddy, P 1a gia hang hoa; Qs la lwong cung — tirc la hrong hang héa ma nguwoi ban
bang long bdn véi mire gid P; Qq la lwong cau — tirc la heong hang héa ma nguoi
mua bdng long mua véi mirc gid P. Trong mé hinh phdn tich thi truong mét loi
hang héa, lwong cung (cia thi trwong) la tong lwong cung ciia tat cd cdc nha sdan
xudt (cung cdp) hang héa dé, con lwong cau la tong

lwong cau cia tdt cd nhitng nguoi tiéu dimg hang * 1 Budng
héa do.Tat nhién, lwong cung va lwong cau mét loai

hang hoa khong chi phu thudc vao gia hang héa do

ma con phu thudc rat nhiéu yéu té khdc (sic san Duimg
xudt ciia nha san xudt, thu nhdp cua nguoi tiéu —
dung, gia cac hang héa lién quan véi hang hoa dang 0 0
Xét, ...). Béi vay, khi phdn tich thi truong dang (1.1), Diém can bang

ta gid thiét rang cdc yéu té khdc khong thay doi.

- Quy ludt thi trieong trong kinh té hoc néi rang, doi véi moi hang héa théng thuong,
ham cung ting (dong bién), con ham cau giam (nghich bién). Diéu nay c6 nghia la,
Véi gid thiét cdc yéu t6 khdc khong thay doi, khi Qi& P tang 1én thi lwong cung Qg =
S(P) tang — nguoi ban sé muén ban dwoc nhiéu hang héa hon, con lwong cau Qq =
D(P) giam - nguwoi mua thi sé mua it di.

- Trén mat phang toa do, do thi cia ham cung, ham cdau twong vmg dwoc goi la
dwong cung, duwong cau. Giao diém (P, Q) cua duong cung va dwong cau goi la
diém cdn bang thi trwong: & mirc gid cdn bang P, tacd Qs= Qq= Q (lwong cdn
bang) - ngwoi ban ban hét, nguoi tiéu ding mua di, thi truong khéng cé hién
twong du thira hodc khan hiém hang héa.

- Chii y rang, dang (1.1) ciia ham cung, ham cdu thuong dwoc ding trong phdn tich
kinh doanh, dich vu. Con trong san xudt, cdc nha kinh té thwong biéu thi lwong
cung, cau Q bdi truc hoanh, con truc tung dé biéu dién gid P. Cdch biéu dién nhu
thé thuc chat la ding cdc ham nguwoc

! — Nl
P=57(Qs), P=D"(Qu) (1.2)
ciia cdc ham Qs = S(P), Qq = D(P). Béi thé, ta ciing goi cdc ham ngwoc dé twong
ung la cac ham cung, ham cau (xem do thi minh hoa o trén).
2. Ham sdn xudt ngdn han
- Trong kinh té hoc, nguoi ta sw dung khai niém ham sdan xudt dé mo ta sw phu thugc
cua san lwong hang hoa (tirc la tong so luong san phdm hién vdt cua hang hoa cua
mot nha san xuat ) vao cdc yéu to dau vao cua san xudt (goi tat la cac yéu to san
xudat), chang han nhu von, luong lao dong ... .
- Trong kinh té hoc, khai niém ngan han, dai han khong co nghia la mot khoang thoi
gian ngan, dai cu thé ma dwoc quy woc hiéu nhu sau : ngan han la khoang thoi
gian ma it nhat mgt trong (ma thuong la da so) cac yéu to san xudt khong/chua
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thay déi. Dai han la khodng thoi gian ma tdt ca cdc yéu t6 san xudt cé thé/da thay
doi.

- Khi phdn tich san xudt, nguoi ta thuong quan tam dén hai yéu z‘é sdn xudt quan
trong la von K (capital) va luong lao dong L (Labor). Trong ngan han, K khong
thay doi, do dé ham sin xudt ‘ngan han c6 dang: Q = Q(L), ¢ do L la luong lao dong
dwoc stk dung trong san xudt va Q la mirc san lwong twong vng. Khi xét ham sdan
xudt, san lwong Q duwoc do theo dinh ky (hang ngay, hang tuan, hang thang, hang
quy, hang nam, ... ).

3. Ham doanh thu, ham chi phi, ham lgi nhudn

- Tong doanh thu (total revenue), tong chi phi (total cost), tong loi nhudn (total
profit) ciia nha san xudt phu thuéc vao san lwong hang héa. Khi phan tich san
xudt, cung véi ham sdan xudt, cac nha kinh té hoc con sir dung cdc ham sé dwdi day.

- Ham doanh thu la ham s6 biéu thi s phu thudc cia tong doanh thu TR vao san
heong Q: TR = TR(Q). Chang han, ham tong doanh thu ciia nha san xudt canh
tranh co dang bac nhat: TR = PQ.

- Ham chi phi la ham sé biéu thi sw phu thudc ciia tong chi phi san xudt TC vdo san
lwong Q: TC =TC(Q).

- Ham lgi nhugn la hiéu & ciia ham doanh thu va ham chi phi: 7= TR(Q) — TC(Q).

4. Ham tiéu ding va ham tiét kiém

- Lwong tién ma nguwoi tiéu ding danh dé mua sam hang héa hay chi phi dich vu
hién nhién phu thudc vao thu nhdp. Trong kinh té, nguoi ta sir dung ham tiéu ding
dé biéu thi su phu thudc cua bién tiéu dung C (Consumption) vao bién thu nhdap Y
(Income): C = C(Y). Theo quy ludt chung, khi thu nhdp tang, nguoi ta coé xu hudong
tiéu ding nhiéu hon, do dé c6 thé xem ham tiéu ding la ham dong bién.

- Ham tiét kiém S (Saving) la ham s6 biéu thi su phu thuoc cua luong tien tiét kiém
vao thu nhdap: S = S(Y).

V.4.2. UNG DUNG CUA PAO HAM HAM MOT BIEN TRONG KINH TE
1. Y NGHIA CUA PAO HAM

Gia su hai bién X va y c6 mdi quan hé ham s6 y = f(x) (chang han, x 1a gia ctia mot loai hang hoa,
con y 1a sé lugng hang d6 dugc ban ra). Trong thuc té nguoi ta quan tim dén xu huong bién thién
cua y tai x5 Kkhi x thay d6i mot lwong nho 1a Ax. Khi d6 lugng thay do6i coa y Ia

Ay = f(xg + Ax) — f(xp) . Ta 6 toc do thay doi ciia y theo x tai xq chinh 1a dao ham cia y =
f(x) tai diém xo:
A -
V(o) = (%) = lim =~ = lim f) = fxo).
Ax—0 xox, XX

Pay ciing 1a y nghia cta dao ham trong kinh té.
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Vi du 6. Ham ciu ctia mot loai hang hoa 1a P = 50 — Q2 (P 1a gi4 ctia hang héa, Q 13 luong cau
ctia loai hang hoa d6). Tim téc do thay ddi gia khi lugng cau thay déi. Gia sé thay ddi thé nao
khi Q =1?
Gth Tbc do thay doi cua gia P theo lwong cau Q chinh 1a dao ham cua ham s6 di cho, taco P’ =
2Q.KhiQ=1thiP=-2, Bleu nay c6 nghia: khi luong cau ting thém 1 don vi san pham thi gia
s€ giam la 2 (dong tién) trén mdi don vi san pham.
Vi du 7. Ham cau ciia mot loai san pham 1a P = 45 — 2\/6 (P 1a gia cua hang hoéa, Q la lugng
cau cta loai hang héa d6). Tim téc do thay d6i gia khi luong cau thay d6i. Gia s& thay doi thé
nao kr}i Q=47 .
2. GIA TRI CAN BIEN
- Gia sir x 1a mot bién kinh té dau vao (doc 1ap) va y 1a bién kinh té dau ra phu thudc
vao x theo m6 hinh ham s y = y(x).
- Trong kinh té hoc, nguoi ta thuong quan tam dén sw bién thién ciia y nhw thé nao
tai mét diém x = xq khi x tang lén 1 don vi.
- Theo dinh nghia dao ham ta c6:

. Ay o V(% HAX) = Y(X%)
y'(%)= Alimo AX AI!JI]O AX

& Ay =Y (X +AX) = Y(X%) = ¥ (%)-AX+0(AX) = y (X,). AX.
Khi Ax =1 ta dugc Ay~ y'(x,). Nhu vay, dao ham y'(x,) ciia ham trong mé hinh kinh

1é Yy =y(x) tai diém x, biéu dién xdap xi lwong thay doi ciia bién dau ra y tai diém xq khi
bién ddu vao x ting thém 1 don vi tir x, Ien Xo + 1. Trong kinh té, nguoi ta goi luong
thay ddi nay 13 gid tri cdn bién hay bién té cia bién kinh té y = y(x) tai diém x,, ky hiéu

My (Xo).
- Khi xét timg ham kinh té cu thé, bién té co tén goi tuong timg.

e Dbi véi md hinh ham san xudt Q = Q(L), gia tri cén bién Q’(Lg) =
MQ(Lo) duoc goi 14 sdn phdm hién vt cdn bién ciia lao dpng (Marginal
Physical Product of Labor) #gi Ly — Ttc 1a xdp xi ciia lwong sin phim
hién vdt gia ting tai mirc lao dong L, khi tang thém mot don vi lao
dong, ky hiéu MPP_(L,).

e Pbi v6i ham doanh thu TR = TR(Q), TR’(Q) = MTR(Qy) goi 1a doanh
thu cdn bién (Marginal Revenue) tai diém Qg — D6 chinh 14 xdp xi lirong
doanh thu gia tang tai mirc san lwong Q, khi ting thém mot don vi sdn
phéam, ky hiéu 1a MR(Qy).

e Pbi v6i mod hinh ham chi phi TC = TC(Q), bién té TC’(Qo) = MTC(Qo)
g0i 13 chi phi cdn bién (Marginal Cost) tai diém Qy — D6 chinh 13 xdp xi
ciia lwong chi phi gia ting tai mirc san lwong Qg khi sin xudt thém mot
don vi sdn pham, ky hiéu MC(Qo).

o Tuong ty, can bién MC(Y,), MS(Y,) cua cac ham ti€u dung C = C(Y),
tiet kiém S = S(Y) theo bién thu nhdp Y tai diém Y, dugc goi tuong tng
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& xu hwong tiéu dung cdn bién (Marginal Propensity to Consume)va
xu hwéng tiét kign can bién (Marginal Propensity to Save) tai mirc thu
nhdp Y, va duoc ky hiéu 1an luot 18 MPC(Y,), MPS(Y,) — D6 ciing tuong
ing 13 xdp xi lwong tiéu ding, tiét kiém thay doi tai mirc thu nhip Y,
khi thu nhdp ting thém mot don vi.

a) Vi du 8. Gia sir chi phi trung binh dé san xuat mot don vi san pham 1a

C = 0,0001Q% - 0,02Q + 5 +%

Tim gi4 trj can bién cta chi phi d6i vi Q. Ap dung khi Q = 50.
Gidi. Ham tong chi phi d€ san xuat ra Q don vi san pham la
C = CQ = 0,0001Q° — 0,02Q? + 5Q +500.
Do d6 gia tri can bién cua chi phila MC(Q) = C (Q) = 0,0003Q% - 0,04Q + 5.
Khi Q =50 thi MC(50) = C’(50) = 0,0003. 50%—0,04.50 + 5 =3,75.
Nhu vay, néu Q ting 1én 1 don vi, tir 50 1én 51 san pham, thi chi phi ting 1én khoang 3,75 don vi
(tién).
b) Vi du 9. S6 vé ban dugc Q va gi& vé P ciia mét hang xe buyt dugc cho boi Q = 10.000 — 125P.
Tim doanh thu can bién khi P = 30 va khi P = 42.

. 5 10000-Q . o~ Q10000 - Q)
Giai Taco P = 195 néndoanhthula R = PQ = 195 .
Do d6 MR(Q) =R’(Q) = % .

- Néu P =30thi Q = 10000 — 125.30 = 6250, suy ra MR(6250) = - 20.
- Néu P =42 thi Q = 10000 — 125.42 = 4750, suy ra MR(4750) =

¢) Vi du 10. Cho ham tiéu dung
5(2\/1/3 + 3)

Y +10
Hay xac dinh xu huéng tiéu ding can bién va xu hudng tiét kiém can bién khi thu nhap Y = 100.

C =

Gidi Xu huéng tiéu ding can bién MPC(Y) = C’(Y), suy ra MPC(100) = C*(100).
Tur d6 suy ra xu huéng tiét kiém can bién MPS(100) = $°(100) = (Y — S)’(100) = 1 — C*(100).

d) Vi du 11. Gia stir ham san xuit cia mot doang nghiép 1a
Q=0Q(L)=5+L ,Lla sb cong nhan.
O muc L = 100 cdng nhan (don vi lao dong) thi Q = 54100 = 50 don vi san pham.
San pham hién vat cin bién cua lao dong tai L = 100 la:
MPP, (100) = Q'(100) = — > = 0,25

24100

Diéu nay c6 nghia la: khi tang mirc str dyng lao dong tir 100 1én 101 cong nhan thi san
lugng s€ tang thém xap xi 0,25 don vi san pham.
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3. PAO HAM CAP HAI VA QUY LUAT LOQI iCH CAN BIEN GIAM DAN
(THE LAW OF DIMINISHING RETURNS)

a) Trong kinh t€, cdc ham y = f(x) biéu dién l¢i ich (thu nhap, doanh thu, lgi nhuan, ...) déu
tuan theo quy luat lgi ich can bién giam dan. Dudi giac do toan hoc, dao ham cap hai cua cac
ham so d6 khong duong: £°(x) < 0, véi moi x.

b) Vidu 12: Xét ham san xuit Q =Q(L) =5 \/E, 0 <L 14 luong lao dong (sé nhan cong). Khi
d6 san pham hién vat can bién MPP(L) = Q’(L) = % va luong nay giam dan vi Q”’(L) =

L

5
NI

4. HE SO CO GIAN
a) Do thay doi tuyét doi va twong doi ]
Khi dai luvong X tang (giam) mot lwong Ax thi ta goi Ax la dé tang (gidm) tuyét doi cua X. Ti
A . .. Ao o
sO Tx .100% goi 1a d¢ tang (gidam) twong doi cia X.
Vi du dudi déay cho ta thiy y nghia ctia do thay doi twong ddi va néu chi dimg ¢ do thay doi
tuyét doi thi khong du dé phan anh céc hién tugng kinh té xa hoi.
b) Vidu 9 ‘ ’ . ‘
+ Mot can ho c6 gia 200 triéu dong, néu tang thém 1 triéu dong, tirc la gia 201 triéu dong, thi
‘. . 3 NP £ 1 N S
do tang tuyét doi 1a 1 triéu dong, con do tang tuong doi la 500" .100% = 0,5% va c6 thé coi rang
gi4 ca bién dong khong déng ké. . ) . )
+ Mot dién thoai Samsung c6 gia 4 triéu dong, néu tang l1én 1 triéu dong thi do tang tuyét doi
. p L1 . 1 s
cling l1a 1 triéu dong nhung do tang tuong doi lai kha 1on: 2.100% = 25% va rd rang day la mdt
bién dong 1on vé gia.
b) H¢ so co gian
H¢ s6 co Qian ciia y theo x, ky hi¢u Eyy . 12 dp bién doi twong doi cia y (tinh ra %) khi x ting
twong doi 1én 1% (tir x lén x + 1%.x).

Nhu vay,
. Ay
Evy = lIm = y'(x).—
yx Ax—)O(Ax yj v )

Khi Ax kha bé, ta thuong xép xi Eyy VOLt s gitra do thay 601 tuong ddi ctia y va cua X, tic la

4y
y Ay x
Xem N E— = —.
v B Ty
x

c) Dung hé s6 co gidn phéan loai diém trang thai trong kinh té
Xét ham cau Q=1Q(p) theo bién p 1a gia ban hang hoa. Trong thyc té, ta biét ring, néi chung hé
gia tang thi cu s& giam va nguoc lai, khi gia giam thi n6i chung luong cau sé& ting 1én. Nghia 13,
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Q nghich bién. B&i vay bién t& Q’(p) < 0 véi moi bién p > 0. Xét hé sb co gidn

. oY P ...
ép = ng(p) =Q( p)a tai diem (po, Qo)
e Néu ng(pO) >1 thi diém (po, Qo) goi 1a diém co giin hay co giin manh.

e Néu 8Qp(p0) =1 thi diém (po, Qo) goi 12 diém co giiin don vi hay diém ding co.

e Néu ng(po) <1 thi diém (po, Qo) goi 1a diém khong co gi&n hay co gidn yéu.

Vi du 10. Cho ham cau @ = 30 — 4P — P2 Tim hé sb co gian tai diém P = 3.

Gidi Taco eggp = (—4 - 2P). P = 2P(P+2)2.
30-4P-P 30-4P - P

. 10 " , ) g
TaiP=3taco egp = 5~ —-3,3. biéu nay c6 nghia: & murc gia P = 3 (d0ng) ma bay gio néu

P tang 1én 1% thi lugng cau s& giam 3,3%.
Vi du 11. Cho ham cdu @ = 45 — 6P — 3P Tim hé s6 co dan tai diém P = 2.

4. LUA CHON TOI UU TRONG KINH TE
Nhiéu bai toan kinh té duoc dua vé bai toan tim cuc tri cia ham sé y =f(x) nao do.
Goi P 1a don gia,

Q = Q(P) 1a ham san lugng,

R =P.Q la ham doanh thu,

C = C(Q) 1a ham chi phi,

7 = R — C 1a ham loi nhuén.
Trong kinh té ta thuong giai cac bai toan sau:
- Tim P dé san lugng Q dat tdi da (cuc dai).
- Tim P hoidc tim Q dé doanh thu R dat t6i da.
- Tim Q dé chi phi C dat tbi thiéu (cuc tiéu).
Vi du 13. Cho ham ciu Q = 300 — P, ham chi phi C = @ - 19Q% + 333Q + 10.
Tim Q dé loi nhuén 16n nhét.
Gidai. Tac6 Q =300—-P, suyraP =300-0Q.
Do d6 doanh thu R = PQ = (300-Q)Q, lgi nhuén la

7=R-C=(300-Q)Q - (Q>-19Q* + 333Q + 10) =
= -@°® +18Q% - 33Q - 10

7'(Q) =-3Q°+36Q-33;7'(Q) =0 <= Q=1 hoacQ =11
Mit khic  7"(Q) = —6Q + 36 7"(1) =30 > 0; z"(11) = -30 < 0.
Vay, = datcuc daikhi Q =11, 7,4, = 7(11) = 474.
Vi du 14. Cho ham ciu Q = 100 — P, ham chi phi C = @> — 25Q% + 184Q + 15.
Tim Q dé loi nhuén 16n nhat.

Phin 2-Chuong 5, 6: Phép tinh vi phian ham 1, 2 bién 12



Bai giang Toan Cao céap PGS.TS L& Anh Vii

V.5. SO LUQC VE LY THUYET CHUOI SO
V.5.1. CAC KHAI NIEM

1. Pinh nghia: Mot biéu thtrc dang (tong v6 han) Zun =u, +Uu, +u, +... cua day s6 uy, Uy, Us,
n=1
... dugc goi 1a mot chudi so. Cac s6 ug, Uz, Us, ... dugc goi 1a cac sé hang, U, goi 13 s6 hang tong qudt
cua chuoi da cho.
2. Sw hoi ty, phan ky cia chuoi so

Cho chudi s6 > ou =u +u, U (1)
n=1
Xét diy sb sau day:
S1 = Uy, ’82:U1+U2, Sz3=ur+ux+us,..., Sn=u1+u2+...+un(0<n EN)
Ta goi day s6 Si, Sy, S, ... 14 day tong riéng cta chuoi (1).
+ Néu ton tai hitu han S = lim S thi ta bao chudi (1) hdi tu va S goi la téng cuia chudi (1).

n—oo

+ Traéi lai, khi giéi han lim S, khong ton tai hodc vo han thi ta néi chudi (1) phén ky va khong

n—oo

co tong.

3. Vi dy 1. Chudi s6 >’ ! 1.2 !

=—+—+—+..+ +... ¢6 sO hang tong quat la
=n(n+l) 12 23 34 n(n+1)

(n eN*) va day tong riéng {Sn}nen*® voi

n

_n(n+1)
1 1 1 1 1
=t —+—+..+ +
12 23 34 (n=)n n(n+1)

(1 1) (1 1) (1 1) ( 1 1) (1 1 j 1
=Sl |+ || — ] [F1l——.
1 2 2 3 3 4 n-1 n n n+l n+1

Doddé S=1limS, = lim (l—i) =1 (hitu han). Vay, chudi nay hoi tu va c6 tong 1a 1.

n—-+o0 n—+o0 n+1

x. 2w, h+1l 2 3 4 n+1 . :
4. Vidu 2. Chuoi so Zln—:In—+ln—+ln—+...+ln—+... c6 s0 hang tong quat la
n=1 n 1 2 3 n
n . o ..
u = In—1 (n eN*) va day tong riéng 1a {Sp}nen™ vOi
n-+
2 3 4 n n+1
S =INZ+in>+In=t.+lh— =
n-1 n

(In2-IND)+(In3-In2)+(In4—In3)+...+(Inn—In(n—1)) +(In(h+1)—Inn)
In(n+)—Inl=In(n+1).
Do d6 S = lim S, = lim In(n+1) =+o0. Vay chudi nay phan ky.

N—-+o0 nN—-+o0

5. Vi du 3. Xét chudi so6 cap sO nhan vdi cong bdi q, tirc 1a chudi so6 dang

iq” =q+9°+q* +...+9" +...

n=1

Ta c6 cac khang dinh sau day:
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- Néu || <1 thi chudi s6 hoi tu va co tong S = 1i .
—q
- Néu |g|>1 thi chudi s6 phan ki.
1 1
Chéng han: Z(lj =Ll=1 , (—lj =—?’1=—1.
1\ 2 1= . 3 1+= 4
2 3

Hay ty kiém chimg khang dinh trén.

Lam thé nao dé nhan biét mot chudi da cho 1 hoi tu hay phan ky va tinh tong cta chudi khi
chudi hoi tu?

V.5.2. VAI TINH CHAT CUA CHUOI SO
1. Chu01 s6 khong thay d6i tinh hoi tu hay phan ki néu ta thém vao hay b6t di mot sb hiru han céac
s6 hang cua chudi so.

+00 +00 +00
2. Néu hai chudi sb Zan ) an hdi tu thi cac chudi sb Z(an + bn) , ann cling hoi tu va ta

n=1 n=1 n=1 n=1

c6 i a,+h,) Za +Zb , ican:cian_
n=1 n=1 n=1

V.5.2. CAC TIEU CHUAN HOI TU
5.2.1. Di€u kién can dé chuoi hoi tu
1. Néu chudi hoi thu thi s6 hang tong quat ciia né phai din dén khong khi n—>+oo, tirc 1a
(Zu hgitu) = (limu =0).

nN—+00
n=1

2. Nhan xét
+ Diéu kién can nay kh6ng phai la diéu kién du, tuc la diéu nguoc lai ndi chung sai. Co thé

lim u, =0 ma chudi Zu van phan ky.

n—+00
n=1

+ Ta thuong dung diéu kién can & dang phu dinh dé nhan biét chudi phan ky. Cu thé, chudi

Zu ma vi pham diéu kién can, tirc 13 lim u_ =0 hoic khong ton tai gidi han lim u_ thi chudi

1 n—+00 n—+o0
phan ky.
3.Vidu4
1
+ Mic du lim = =0 nhung chudi Z— van phan ky.
n—-+oo N n—1 n
o . A Al A . 2n+1
+ Chuoi ZZn_+1 phan ky vi vi pham diéu kién can: lim n+2 2#0.
n—1 n+3 n—+x N4 3
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5.2.2. CHUOI SO DUONG VA CAC TIEU CHUAN HOI TU
1. Khadi niém
Chubdi sb duong 1a chudi sd o tit ca cac s6 hang khong am: z U,, U, 20 wneN*

n=1
2. Cacvidu 1,2, 4 & c4c muc trén déu 1a cac chudi s6 duong.

3. Cac tiéu chuan héi tu cia chuoi so duwong

a) Tiéu chuin so sanh: Cho hai chudi sé duong Zun ’ ZVn sao cho u, >V >0. Khido

n=1 n=1

+ Néu Z U, hoi tu thi Z Vi cling hoi tu;  + Néu ZVn phén ky thi Z U, ciing phan ky.

n=1 n=1 n=1 n=1

. Nhin sd hang téng quat cua chudi, ta nghi ngay dén

Viduy 5. Xét chudi s6 duong Y L
—=3"+4

-0 n
viéc so sanh n6 véi chudi cap s6 nhan hoi tu Z[—j .
n=1
1 n - +00 1 n - ,
= (é) . TUr su hoi tu cua chuoi Z(Ej suy ra chudi s6 da cho hdi tu.

n=1

1
<_
"+4 3

b) Tiéu chuin so sinh dang gi6i han: Cho hai chudi s6 dwong Zun , an sao cho

n=1 n=1

u,
lim — = k. Néu 0 <k < +co thi hai chudi s6 d6 c6 ctng hoi tu hodc cling phan ky.

n—+0 V
c) Chay
u,
+Khi lim u, = lim v, =0 va lim v_ =K (0 < k < +0) thi ta n6i u, twong dwong véi kvn, ky

hiéu u, ~ kv, (N — +00). Nhur vy tiéu chuan so sanh dang gi6i han co thé viét lai nhu sau

(Un ~ KV, 0 < K < +o0) = (2,U, » DV, ciing tinh hoi tu hodc phan k¥)

n=1 n=1
+ Khi sir dung cac tiéu chun so sanh, ta thuong quan st tinh té s6 hang tong quat cua chudi
s6 chua biét tinh hoi thy hay phan ky ma “khéo chon” dé so sanh véi mot chudi sé6 ma ta
da biét rd tinh hoi tu hay phéan ky cta no.
+ Ta thira nhan tinh hoi tu hay phan ky cta cac chudi s6 dudi day.

s . = 1
+ Chuoi diéu hoa tong quat: Zn_“ héi tu khi o > 1, phén ky khi o < 1.
n=1
Re oA \ A — (_1 "
+ Chudi diéu hoa dan dau )

n=1

Iudn hoi tu véi moi o > 0.
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+ Chudi cip so6 nhin iq" hdi tu khi |g| <1, phan ky |g| >1.

400 400 1 400 +00 1

Vi du 5. Céc chudi sd Z Zn_ hoi tu. Cac chudi sb Z\/— Z phan ki.

n=1 n=1 n=1

d) Tiéu chuéin Cauchy. Cho chudi sé duong .U, sao cho C = im {/U, . Khi do
n=1 n—+o0
+ Néu C <1 thi chudi s6 hoi tu.
+ Néu C>1 thi chudi s6 phéan ky. ‘ N
+ Khi C=1 thi khong thé két luan dugc gi vé tinh hoi thy hay phan ky cta chuoi.

u
- x. £ H n+l . ,
e) Tiéu chuan D’ Alembert. Cho chuoi s6 duong Z U, saochoD = [!LTC u Khi d@6
n=1

+ Néu D <1 thi chudi s hoi tu.
+ Néu D >1 thi chuoi s6 phan ky. ‘
+ Néu D =1 thi khong thé két luan dugc gi vé tinh hi thu hay phéan ky cta chuoi.

f) Nhan xét: Gia sir can xét sy hoi tu hay phan ky ctia chudi sé duong Z u,.
n=1
+ Khi up 12 ti s6 ma tir va miu déu 1a cic tong hi¢u ciia cac liiy thira ciia n thi nén ding
tidu chuén so sanh.
+ Khi up ¢6 chira dau “!” thi nén 4p dung tiéu chuin D’Alambert.
+ Khi up 1a mét biéu thirc chua liiy thira ma bac lién quan dén n thi nén dung tiéu
chuin Cauchy.

Vi du 6. Xét sy hoi tu ciia cac chudi sé duong dudi day

+00 _ — nl
By > ——— )Z(Zn 1) , c) 23_

= n"+n+2 3n+2

1 . ) -1 1 x.
Gidi a) Xét chudi duong Z— SO hang tong quat u, = Zn—~ = (o= 1). Do d6 chuoi
a N°+N+2 nN"+n+2 n

phan ky theo tiéu chuan so sanh.

2n-1 , ; 2n-1Y"
b) Xét chudi duong Z . SO hang tong quat u, = ( j chtra 1liy thira bac n nén ta
3n+2 3n+2

2n—1 _ 2 X A -
nghi dén tiéu chuan Cauchy. R rang C = lim xf n = lim 3n - 5 < 1. Vay chuoi hoi tu theo tiéu
n—-+ow n—+o00 3N +

n=1

chuan Cauchy.

nl
PO — J 2 n+1)!
c) Xét chuoi so duong Z 3 S6 hang tong quat u, = 3— VvNneN*. Do d6 up+1 = (3++1) Ta
1 x. . 2
thidy D = Ilm = lim % = +o00 > 1. Vay chuoi phén ky theo tiéu chuan D’ Alambert.
N—-+00 u N—-+400
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Vidu 7 (SV tw gidi!) Xét su hoi tu ciia cac chudi sé duong dudi day

o 1 o 2n?+3n-1Y) Zn-1
2) ;arctan a1 nz_l“( n2+2n+4] ! @Z on

n=1

5.2.3. CHUOI SO PAN DAU VA TIEU CHUAN LEIBNIZ

1. Khai niém

Chudi s6 dan diu 13 chudi sé c6 dang Y, (-1)"a, hoic > (-)"a, véia, =0, Vn eN*.
n=1 n=1
Vidu8. > (-)™* i it )" L . lachudi sé dan déu,
-1 n 1 3 4 n

N |-

2. Tiéu chuan Leibniz

Chudi s6 dan ddu ), (-1)"a, hodc > (-1)"*a, hoi tu khi va chi khi day {an}nen+ don diéu

n=1 n=1

giam tién dan vé 0, tirc 1a a, > ape >0, YneN* va lima =0,

n—+o00

Vi du 9. Xét sy hoi tu cta céc chudi sb dan déu dudi day

40 1 +o0 2
) LD (@>0); o) 3 (1) =

-1
3n+2

o 2s , x. L= .1 N n . 1 . . Y S
Gidi a) Xét chudi dan dau ) (-1)" —= 2 (-1)"a, véi 0 <a,= — hién nhién don diéu giam tién vé
n=1 n” n=1 n“

0. Vay chudi hoi tu theo tiéu chuan Leibniz.

~ , — n 2n _1 — n 2n—1 2 ~
b) Xét chudi dan ddu ) (-1 =) (-D)'a véi 0<a,= — £40. Vay chudi phan
) Zl: 3n+2 le " 342 3 i P

ky.
5.2.4. CHUOI SO BAT Ki VA HOI TU TUYET POI HAY BAN HOI TU

u

n

1. Pinh 1y. Cho chudi s6 bat ki Z U, . Khi d6, néu chudi sd Z

n=1 n=1

hoi tu thi chudi sb di cho

+00
Z U, ciing hoi tu va dugc goi 14 hdi tu tuyét doi.

n=1

~+00
2. Chul y: Nguoc lai n6i chung khéng ding. Néu chudi sb Z U, héi tu nhung khong hoi tu

n=1
tuyét d6i thi ta ndi n6 13 bdn héi tu.
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. = sinn ) I (_1)n
Chudi 22— hoi ty tuyét dbi. Con chudi > ban hoi tu.
n+1 = n+1

n=1

Hay tu kiém ching diéu nay.

BAI TAP CHUONG V

V.1. Tinh dao ham cta cac ham s6 sau day

a)y=coszx; b)yzln(x+\/a+x2j

C) y=(x2+x—3)ex; d) y = In(cosx + 2sin x)
e) y = arctan(e™) f) y = 2% + &3
V.2. Tinh dao ham va vi phan cip mét, cip hai ctia cac ham s sau day
_ 2 _ 2 _ 2x .
a) y=Vl+x b) y = In(1 — x“) c)y =e“"(cosx + sinx)
d) y=1n(x+\/x2 +1) e) yzsinzx f) y = In(cos2x — x)

V.3. Tinh dao ham cip n cia ham sb
1 .
a) y = > b) v = In(ax + b) C) y = sin(ax + b)
V.4, Ham tiéu dung ctia mot qudc gia cho bai
c- 10\Y +0,74Y% —0,2Y

J
Tim xu hudng tiét kiém cén bién khi’thu nhép 1a 25.
V.5. Tim gia tri can bién ctia cac ham so sau
a) C=0,1Q°+3Q+2 tai Q = 3.
b) C =0,04Q°—-0,5Q% + 4,4Q + 7500 tai Q = 5.
¢) R=250Q+45Q*-Q® tai Q = 5.

V.6. Cho ham cau Q = 6—F?+ In(65—P°).

a) Xac dinh h¢ s co dan khi P =4, 7 ‘
b) Néu gia giam 2% (tir 4 gidm con 3,92) thi lwong ban ra thay doi bao nhi€u phan tram?
V.7. Doanh thu ctia mot loai san pham cho boi cong thie R = 240Q +57Q% —Q°.
Tim Q dé doanh thu dat t6i da. i i )
V.8. Cho ham cau cua mot loai san pham la P = -5Q + 30. Tim murc gid dé doanh thu dat t6i da.
V.9. Mot loai san pham ¢6 ham cau 13 P = 42 — 4Q va ham chi phi trung binh 1a C=2 +% . Tim murc

gid dé c6 loi nhuén t6i da. ,
V.10. Trung binh chi phi 1 don vi san pham dugc cho boi cong thirc
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C =2Q?-36Q+210— %
a) Tim murc san xuat Q €[2;10] dé c6 chi phi tdi thiéu.
b) Tim mic san xuat Q €[5;10] dé c6 chi phi t6i thiéu.

V.11. Ham cau ctia mot loai san pham ddc quyén 1a P = 600 — 2Q va téng chi phi 1a
C =0,2Q%+28Q+200.
a)Tim mic san xuat Q dé loi nhuan dat t6i da. Tim mic gia P va lgi nhuan lac d6.
b) Chinb quyeén dat thué 1a 22 don vi tién cho mot don vi san pham. Tim muc san xuat dé loi
nhuan dat t61 da. Tim muc gia va lgi nhuén trong truong hop nay.

V.12. Xét sy hoi tu ctia cac chudi sb duong sau day

e 1 = n+l Y
nzzi‘«/n(nﬂ) ) Z‘(nz +2j
c) i(l—cos%j d) 3 lsin%

n=1 n=1 n
+00 3n(n!)2 = n_1 n(n-1)
9 2 n)! K Z(mj

&(2n*+3n-2)
02() v 3o

V.12bis. Xét su hoi tu ctia chudi sb sau

(-1)
3) Z“2n+3 b) Z»\/2n
v (D” § $EY G2

C
) “~nlinn ~  2n+3
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CHUONG VI. HAM HAI BIEN — SO LUOC VE HAM NHIEU BIEN

VI.1. KHAI NIEM
1. HAM HAI BIEN
Cho khong gian R?= {(x, y) / x, y €R} (ddng nhat v&i mat phing toa do Oxy) va tap hop D = R?.
Anh xa
. D—>R
x,y) — z=1(x,y),

tirc 1a mot quy tic f dit trong ing mdi cip sd thuc (x, y) trong tap D voi s6 thue z=1(x, y), dugc goi la ham
hai bién xac dinh trén tap hop D. Ta g01 X, y 12 hai bién s6 doc 1ap, con z 12 ham sb phu thudc vao X, y; f(X, y)
1a gié tri ctia ham hai bién tmg véi cap s6 thuc (, y)eD.
Vidu1.Cho D =R?*vaz=f(x,y) = x}— y® + xy. Khi d6, f c6 tap xac dinh 1 toan mat phing R.
+Ungv6icapsd (X, y)=(2,—1)e D, tacé z=f(2,-1)=2— (- 1)*+2.(-1) = 7.
+ Ung véicap sd (x,y) = (3,2)e D, tacoz =(3,2) =3~ 2%+ 3.2 =25,

Thong thudng khi cho ham s, ngudi ta phai cho trude tap xac dinh D va cho 4anh xa f dé c6 thé tinh dugc gia
tri twong ‘g ctia ham sb.

Tuy nhién, trong nhiéu trudng hop, nguoi ta chi cho anh xa f ma khong cho tép xéac dinh. Khi do, ta quy udc
tap xac dinh D ciia ham s6 12 tip hop cic cip sé (X, y) €R? sao cho ciia biéu thire f(X, y) c6 nghia, tirc 1&
¢6 gia tri thuec.

Vi du 2. Cho ham hai bién z = «/ y — x2 . Khi do, tap x4c dinh cua z1a D = {(x, y) eR?/y — x*>0}. Ching
han (1, 2)eD, con (2, 1)¢D.

Vi du 3. Ham hai bién f(x, y) = In(2x —y + 1) coa tap xac dinh 1a D = {(x, y) € R%/2x — y + 1 > 0}. Ching
han (2, 4)eD, (2, 5)¢D.

2. HAM BA BIEN (SV tw doc)
Cho khong gian R®={(x,y, 2) / X, y, z eR} (dong nhdt véi khdng gian toa dé Oxyz) va tdp hop D < R®.
Anh xa
f. D—>R
X, y,2) — u=1(x,y, 2),

tircc la mot quy tdc f dat twong g moi bé ba so thue (x, v, 7) trong tdp D véi s6 thie u = (X, Y. 2), dwoc goi la
ham ba bién xdac dinh trén tdip hop D.
Vidu5.ChoD =R u=2x—y* +yz Khi (x, y,z) = (I, 2, 3) ta dwocu(l, 2, 3) = 2.1 - 2° + 2.3 = 4.

VI11.2. PAO HAM RIENG VA VI PHAN
1. PAO HAM RIENG
Cho ham hai bién z = f(x, y) xéac dinh trén tap hop D. Néu xem y nhu hing s thi z tré thanh ham cta mot
bién X. Pao ham ciia ham s6 mot bién x d6 duge goi 1a dao ham riéng theo x ctia ham hai bién z di cho, ki

hiéu Ia 2, hodc Z—x hay é. Nhur vy
w0z of . flx+Axy) - f(xy)
Z, = — =4 = lim .
X  OX  Ax—0 Ax
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Nhu vay, thuc chat dé tinh dao ham rleng ciia ham hai bién theo bién s6 nay, ta xem bién s6 kia nhw
hing s6 va cé quyen ap dung m01 tinh chat, moi quy tic ciia dao ham ham mot bién.
Vi du 1. Cho ham so Z = x* - y?* + xy. Khi d6 cac dao ham riéng cua z nhu sau:
=3 +y; Zy= -2y +x; 2%(1,0)= 3.1°+0=3,2y(1,0)=—2.0+1=1.
Vi du 2. C4c dao ham riéng ctia ham s6 z= Xcosy — ySInx la
Z’x = COSY — yCOSX; z’y = — Xsiny — sinx.
Vi du 3. Tinh dao ham riéng ctia ham s6

a)z=§ b) z = In(x® + y°)

¢) z = & d) z = sin(xy — y?)

2. VI PHAN
Cho ham hai bién z = f(x, y) xac dinh trén tap hop D va c6 cac dao ham riéng z’x, z’y. Khi do, biéu thirc
dz = z’,dx + z’ydy duoc g01 1a vi phan (toan phan) cta ham hai bién z da cho.
Vidu 4. Himsé z=x*—y? +xy cé vi phan la
dz = 2’«dx + 7’y dy = (3%% + y)dx (= 2y + x)dy; dz(1, 0) =z’x(1, 0)dx + z’y(1, 0) dy = 3dx + dy.

Vi du 5. Tinh dao ham riéng va vi phan cia ham s6 2 = xY
Gidi. Ta 06 hai dao ham riéng: Z'x = yx” _1, Z'y =x”Inx.
Viphan: dz = yx¥ ldx + x¥ In xdy.

Vi du 6. Tinh dao ham riéng va vi phan cua ham sb

a) z = x3y2 - xy4 b) z =In(xy + y2 - X)

C) z = cos(xy + 1) d) z = arctg(xy)
ChU Y: Vi phédn dwoc sik dung dé tinh gan diing gid tri ciia ham nhiéu bién. Ta c6 c¢éng thire gan ding sau
day:

f(xg + Ax, y + Ay) = f(x0,¥0) + df (xp, ¥0)
trong do df (xq,y0) = f;c(xo,yO)Ax + f;,(xo,yo)Ay la vi phdn ciia ham s6 f(x,y) tai diém (x0,¥0) -
Vi du 7. Tinh gan diing 1,050’98 :
Dat f(x,y) = x¥, (x0,59) = (1,1), A = 0,05, Ay = -0,02.
Ta cdn tinh f(xg + Ax,y9 + Ay).
Taco f(xg,y0) =1 =1, f(x0.50) =1, f,(x0.50) = 0 = df (xg,y0) = 0,05
Viy 1,06%%8 ~ 1+ 0,05 = 1,05.
Vidu 8. a) Tinh gén ding 1,03%94
21

b) Tinh gan dung gi tri cia ham s& f(x,y) = 6x3y2 tai (xg,yo) = (998 ;101,5).

3. PAO HAM RIENG CAP HAI

1 \l
Cho ham hai bién 2 = f(x,y) c6 cac dao ham riéng 2., 2y . Ta goi ddy 1a cac dao ham riéng cap mot. RS
rang chiing déu 1a ham hai bién nén lai c6 dao ham riéng ctia minh.
Dao ham riéng ctia dao ham riéng cap mot dugc goi 1a dao ham ri€ng cap hai cua ham s6 ban dau.
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Ta c6 4 dao ham riéng cip hai sau day:

e, = (] =5+ (5], = 5], =3
vai cac tén goi lan luot 1a : dao ham riéng cap hai theo x hai lan; dao ham riéng cap hai theo x roi theo y; dao
ham riéng cap hai theo y roi theo x; dao ham riéng cap hai theo y hai lan.
0%z 0% 0%z o’z
o2 Oyox’ oxdy’ 8y2.

Vidu 9. Himsb z = % - y2 + xy co cac dao ham riéng cip mot 12 Z, = 3x2 + Y,

Céc dao ham riéng cap hai con dugc ki hi¢u lan luot 1a

zy = —2y + x. Ta tinh tiép 4 dao ham riéng cip hai:

22 = 6x, Zyy = 1; Zyy = 1, zyz =—-2.
Ta nhén thiy cac dao ham riéng cip hai hdn hop bang nhau nén ta co
n n
ny = Zyx
Do d6, ¢ cic vi du sau ta chi can tinh 3 dao ham riéng cép hai:
n n n

Z 25 Zyy zy2 .

Vi du 10. Tinh cac dao ham riéng cp hai ctia ham s6 2 = xY

. ‘A 4 A _]—
Gidi. Ta c6 hai dao ham riéng cap mot: 2, = yxy y <

1

— 4Y
y =X Inx.

Ta tinh tiép cac dao ham riéng cap hai:

n

" _ B y_2 . _ y—l y—l . " _ y 2
Z 2 =y(y - Dx ) Zgy =X T+ YX Inx ; zyz = x” In“ x.

Vi du 11. Tinh cac dao ham riéng cap hai ctia ham so

_ o —1nl X
Q) z=e b) z hl[yj

C) z = arctg(xy) d) z= x>+ y3 — Xy
4. VI PHAN CAP HAI
Vi phan c4p hai cua ham hai bién 2 = f(x, ¥) 1a biéu thic c6 dang:

d%z = d(dz) = z;zdxz + szydxdy + z;zdyZ

Vidu 12. Him s 2 = x3 - y2 + Xy ¢6 cac dao ham riéng cip hai:
z.2 = 6x, Zyy = 1; Zyx = 1, Zyz = -2.
Vay, vi phan cap hai ctia ham s6 d6 1a

d’z = 6xdx® + 2dxdy — 2dy2 :

Vi du 13. Tinh vi phén c4p hai ciia ham s6
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a) z = arctg% b) z = ln(x2 + yz)

C) z= xy2 + x?’y8 d) z = sin(ac2 — y2)

V1.3. CUC TRI CUA HAM HAI BIEN
1. KHAI NIEM

Cho ham s f(x, y) xéac dinh trén tap hop D, My(xg,yq) € D.
Tanoi My 1a diém cuc dai ciia ham s f£(x, y) néu tai cac diém M(x,y) nam xung quanh My, M # My,

taco f(M) < f(My) hay f(x,y) < [(x9,¥0)-
Tuwong tu ta c6 khai niém diém cuc tiéu khi thay bat dang thic (M) < f(My) boi bat dang thirc
f(M) > f(M).

Diém cuc dai, cuc tiéu goi chung la diém cuyec tri.

Vidy 14. Xét ham sé £(x, ) = 2% + y% — 2x + 3, va diém My(1,0) e D = R2.

Gia sir M(x,y) 1a diém bét ki thudc tap xac dinh, nam xung quanh diém My, M = M.

Tacs f(M)=f(x,y)=x>+y>—2x+3; f(Mp)=F(10)=2.

Suyra f(M)—f(My)=x>+y*>-2x+1=(x-1)%+y%>>0, do M = M,.

Vay, (M) > f(My) nén M 1a diém cuc tiéu cia ham sé da cho.

2. PIEU KIEN CO CUC TRI

a) Piéu ki¢n can: Néu f(x,y) co cuc tri tai My(xq,yo) € D thi cac dao ham riéng tai M|y phai bang

0: fr(Mp) = f,,(Mp) = 0.
Vi du 15. Ham s6 cho ¢ vi du 1 ¢6 cac dao ham riéng:

2y =20-2 2, =2y = 2/(1,0=21-2=0; z,=2.0=0.

Nhdn xét: Diéu nguoc lai khong ding, nghia 1 néu ham hai bién c6 cac dao ham riéng bang 0 tai diém M,
thi cpua chic diém nay da la diém cuc tri cia ham sb. Ta <§Iu’a ra tén goi sau.
- biém ma tai d6 cac dao ham riéng bang 0 dugc goi 1a di€ém dung.
b) Diéu kién dii. Gia st M (x,Yo) € D 1a diém ding ctia ham s6 £ (x, y) va tai M, ham s6 c6 cac dao
ham riéng cap hai

A=f2(Mp), B=fry(My), C=F(Mp).
Khi do:

>0, A >0 thi ham sb dat cuc tiéu tai M,.

>0, A <O thi ham s dat cuc dai tai M.

o> =
Q3 A=
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., |A B .
- Néu B C < 0 thi ham s6 khong c6 cuc tri tai M.
Né A B O thi kh két 1
- Néu =0 thi khong co két luan gi.
B C g . g

Vi du 16. Tim cuc tri cia ham sd z = x5+ y8 —3xy .

Gidi. Ta co tap xac dinh ctia ham sé di chola D = R2.

- Ta tinh cac dao ham riéng cép 1 dé tim diém dung: Z;C = 3362 - 3y; Z'y = 3_’)’2 —3x.

Suy ra

2, =0 3x%2 -3y =0 y = x? y = x*
f— = f—

1

2y, =0 3y2 -3x=0 (?)2-x=0 x(x® 1) =0

x=0. x=1
y=0 |y=1

Do d6 ta thu dugc hai diém dimg 14 M;(0,0), Ms(1,1) € D.

- Ta tinh cac dao ham riéng cip hai tai timg diém dimg va xét xem chiing c6 thoa man diéu kién du hay khong.

Tur day ta c6 hai nghiém

Taco Z2 = 6x; Zyy = -3; zyz =06y.

Tai diém dimg M;(0,0) thi A =2 5(M;) = 6.0 =0; B =z,,(My;) =-3; C= z;z (M;) = 6.0 = 0.

A B 0O -3 , , .
Do do = = -9 < 0. Vay diém M7 khong la diém cyc tri cia ham s6 da cho.
B Cl -3 0
Tai diém dimg Mp(1,1) thi A = 2 5 (M) =6.1=6; B =z,,(My) =-3; C = z;z (My) = 6.1 =6.
A B 6 -3
Do @6 = =27>0; A=6>0.
°®IB | |3 6

Vay diem M, 1a diém cuc ticu ctia ham so6 da cho.

Khidotacd — 2Zygy, =21,1)=13+13-1.1=-1.

3. CAC BUOC TiM CUC TRI CUA HAM HAI BIEN
a) Bai toan: Cho ham hai bién z = z(x, y). Tim cyc tri cta z (néu co).
b) Thuit toan tim: Ta thyc hién cac budc dudi day.
Budéc 1: Tim tap xac dinh roi tinh cac dao ham riéng cap 1, cip 2 ciia ham sb di cho.
z;c =0 i )
Buwéce 2: Gidi h¢ phwong trinh | | deé tim diém dirng (néu co).
2y =0
+ Néu hé vé nghiém thi dirng lai, két luin ham sé khéng cé cuec tri.
+ Néu hé ¢6 nghiém thi mdi nghiém cho ta mot diém dirng. Lam tiép buéc 3.
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Budére 3: Kiém tra diéu kién c6 cue tri tai tirng diém dirng.

Chfmg han xét diém dirng My(Xo, Yo). Tinh

A = 2,(Mo), B =2""xy(Mo), C = 2°yy(Mo) va A = AC - B,

+ Néu A > 0 thi Mg 1a diém cue tri. Cu thé A > 0 thi M la diém cuwe tiéu; con khi A < 0 thi diém
Mo 1a diém cure dai.
+ Néu A <0 thi Mg khong 1a diém cue tri.
+ Néu A =0 thi chwa thé két luin dwoc.
Budéc 4: Tom tit cac két qua va két ludn vé cuc tri ciia ham s6 da cho va tinh cuec tri dé (néu cé).

4

Vi du 17. Tim cuc tri cia ham sé z = x +y4 — 52 —2xy—y2.

Gidi. — Tap xac dinh ctia ham s6 dd cho 1a D = R2.
— Tinh cac dao ham riéng cap 1, cap 2 cua ham so6 da cho

z;cz4x3—2x—2y, z;,:4y3—2x—2y

25 =1220" -2, 2, =2, 2;2 —12y%* -2
z;c =0
— Tim diém dung: Giai hé Z' _ ta tim duoc ba diém dung la
y
M;(1,1), My(-1,-1), M3(0,0).
o . A Bl [10 -2
— Taidiém M; , My tadéuco A=10>0,B=-2,C =10, ‘B C‘ =‘_2 10‘ =96>0

Vay M, , My 13 hai diém cyc tiéu v6i z,,;, = 2(M;) = 2(Ms) = 2.

, A .
— Taidiém Mg taco A=-2,B=-2,C=-2, ‘ = 0 nén ta chua c6 két luan gi. Ta xét

2 4
diém Ms bang dinh nghia. Ta c6 2(M3) = 0.

Tai cac diém nam xung quanh M35, chang han diém M(x,y) véi x = y = Py thi

Z(l,lj =£[i—2j<0 néun>1.
n’'n n2\ n2

. 1 1 1 1 2
T. 16 ! 1 = — = —— h\ —_—_—— | = — .
aidiem M '(x,y) voi x n,y ntlz(n’ nj 4>O

n
Suy ra 2(Msg) > z(M) , 2(M3) < z(M").
Vay diém M3 khong 1 diém cyc trj cia ham s d cho.
Vi du 18. Tim cuc tri cia ham s6

a)z=53cy—3c5—y5 b)z=§+£+y
xy
c) z=x*+xy +Yy*-3x-6y; d) z=x3+y®+6xy
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VI1.4. CUC TRI CO PIEU KIEN CUA HAM HAI BIEN

1. KHAI NIEM
Trong muc 111.3 ta da xét bai toan tim cyc tri cia ham hai bién z = z(x,y), trong d6 céc bién so0 x, y khong
C.,é diéu kién rang budc. Ta goi do 1a cuc tri tu do hay cuc tri khong dicu kién. .
O muc nay ta xét bai todn tim cyc tri ciia ham hai bién z khi x, y bi rang budc v&i nhau béi mot diéu kién
nao do.
Ta néi ham s6 z = f(x, y) dat cuc dai tai diém My(xy,y0) v6i diéu kién ¢(x,y) = 0 néu ton tai mot
lan can D cia diém M saocho f(M) < f(My) v6i moi diém M € D,M = My, (M) =0.
Thong thuong phuong trinh ¢(x, y) = 0 cho ta mot duong cong C nao d6. Nhu vay ta chi so sanh f(My)
v6i f(M) khi diém M nam trén C ma thoi.
Tuwong tu ta c6 khdi niém cyc tiéu véi diéu kién.
2. PIEU KIEN CO CUC TRI
a) Diéu kién can: Gia sur My (xq,yp) 1a diém cuc tri ciia ham s6 z = f(x, y) voi dicu kién ¢(x,y) =0,
trong d6 f(x,y), o(x,y) 1a cac ham s6 c6 dao ham riéng lién tyc.
Khi d6 tdn tai s6 A sao cho
(%0, ¥0) + A9 (x0,¥9) = 0
fy(x07y0)+/1¢y(x07y0)20 (1)
@(x0,y0) =0
S6 A dugc goi la nhan tir Lagrange. Ham s6 L(x,y) = f(x,y) + Ap(x, y) dugc goi 1a ham s Lagrange.
b) Diéu kién dii: Gia sir diém M (x,yo) thod min (1) ing v6i nhan tir Ao. Ta goi My |4 diém dirng ctia
bai toan cyc trj c6 diéu kién. Ta chuyén bai toan tim cuc tri ctia ham sé z = f(x,y) voi diéu kién ¢(x,y) = 0

thanh bai toan tim cuc tri khong diéu kién cua ham sb Lagange.
Xét vi phan cap hai cua ham s6 L(x,y) tai diém My va nhan tir Ag:

d2L(M,) = L';Cz (Mg)dx® + 2L, (Mg)dxdy + L’in (My)dy?
trong d6 dx, dy bi rang budc bai diéu kién dop(M) = (D;C(Mo)dx + (pvy (My)dy =0 (2)

Khi d6: + Néu d2L(M0) > 0 v6i moi dx, dy khong dong thoi triét tiéu thoa man (2) thi M, o la diém cuyc tiéu
c6 diéu kién cua ham sé da cho.
+ Néu d2L(M,) < 0v6i moi dx, dy khong ddng thoi triét tiéu théa man (2)thi My, 1a diém cyc dai
6 diéu kién c@a ham sb d3 cho. . i ‘
c) Phat bieéu twong dwong cia dieu kién dia: Gia sir My(Xo, Yo) 1a mot diém dung cua z = z(x, y) voi diéu
kién @(x, y) = 0 trng v&i nhén tir Ao. Dat

Lxx ny SOX
H: = L"Xy I_“yy cp;, tinh tai diém Mg Ung v&i nhan tr Ag (goi 1a dinh thue Hessian).
o ¢, 0

Khi d6: + Néu H > 0 thi M 1a diém cuc dai v6i diéu kién da cho.
+ Néu H < 0 thi diém M 1a diém cuc ti€u vdi dieu kién da cho.
+ Néu H = 0 thi chua thé két luan dugc vé diém dirng M.
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3. CAC BUOC TiM CUC TRI CO PIEU KIEN
a) Bai toan: Tim cyc tri (néu co) ctia z = z(x, y) v6i diéu kién ¢(x, y) = 0.
Y twéong chung la dung ham (bo tro) Lagrange dé chuyen bai toan cuc tri cé diéu kién vé cuc tri
tu do.
b) Thuit toan tim: Ta thyc hién cac budc dudi day.
Budéc 1: Lap ham Lagrange L = z(x, y) + A@(x, y) va tinh cic dao ham riéng cap 1, 2 ciia L theo x, y.
Buéc 2: Gidi h¢ L’y =0, L’ =0, L’ = ¢(X, y) = 0 (3 phuong trinh 3 4n A, X, y) tim nhén tir A va cac diém
dirng twong wng.
+ Néu hé vo nghiém thi dung lai va két luan ham s6 z khong c6 cwe tri véi diéu kién riang budc.
+ Néu hé c6 nghiém thi mdi nghiém (A, x, y) cho ta mdt nhin tir va mot diém dirng twong mg. Lam
tiép budre 3.
Buwéc 3: Kiém tra diéu kién c6 cue tri véi diéu kién tai tirng diém dirng va nhén tir twong wng.
Ching han xét diém dirng Mo(Xo, Yo) Ung v6i nhin tir Ao. Xdc dinh vi phan cip 2 cia L tai Mo va Ao
twong wng hoac tinh dinh thlrc Hessian tai Mo va Ao tuwong ung.
+ Neu H > 0 (hoac d? L(I\/Io < 0) thi diém M) 1a diém cuc dai c6 diéu kién.
+ Néu H <0 (hoic d L(Mo > 0) thi diém M 1a diém cue tiéu c6 diéu kién.
Buwéc 4: Tém tit cac két qua va két luan.

Vi du 19. Tim cuc tri ctia ham s z = 6 — 4x — 3y véi didu kién 2% + y% = 1.
Gidi Ta c6 ham sé Lagrange L(x,y) = 6 —4x — 3y + /1(x2 + y2 —1).Do dd
L, =-4+2x,L, ——3+2/1y,L2 =21, L, =0, L2 =21

Giaihé¢ L, =0, L, =0, L; =0 tatim duoc hai diém dimg

4 3 5 4 3 5
Ml(sﬂgjﬁl—i ’ M?a[‘g"gj’ﬂz—‘ﬁ

- Tai Mj tacé viphan cap hai dzL(Ml) = 2/11dx2 + 2&1dx2 = 5(dx? + dy?®) > 0 véi moi dx,
dy khong dong thoi triét tidu.

Vay M la diem cyc ticu c6 dicu kién cuia ham so da cho voi z,;,, = 2(M7) = 1.

- Tai My tacd viphan cAp hai d2L(M2) = 2/1de2 + ZZdeZ = —5(dx2 + dyz) < 0 véi moi
dx, dy khél}g dong thoi trié:[ tiu. ’
Vay My 1a diém cuc dai co6 dicu kién ctia ham so da cho véi 2, = 2(My) =11.
4. Nhan xét: Khi diéu kién o(x, y) = 0 c6 thé giai dé biéu dién y = y(x) theo x hodc x = x(y) theo y ma

khong phtre tap thi ta c6 thé thé y = y(x) hodc x = x(y) vao z dé dugc ham 1 bién x (hodc y). Bai toan quy vé
tim cuec tri ctia ham 1 bién z = z(x, y(x)) hoic z = z(x(y), ).

Vi du 20. Tim cyc tri (néu c¢6) cua ham s6 z = X2 + 2y v6i diéu kién X2 — y=1
Giai: Pidukitnx’-y=1oy=x*— 1. Thay vao z ta dugc: z =x* + 2(x* — 1) + 1 = 3x* — 1. Bai toan quy vé
tim cuce trj ty do ciia ham 1 bién z = 3x* — 1.

+2’(x) = 6x, 2’(x) = 6. Ham s6 co mot dlem dimg duy nhat x =0,y = — 1. Viz’> =6 > 0 (hing trong
khoang thoi gian ngan hon) nén z dat cuc tiéu tai M(0, — 1) VO Zpin = — 1.

Két luan: Ham khong co6 cuc dai c6 diéu kién nao. Ham sd z dat cuc trj c¢6 diéu kién tai diém M(0, — 1) véi
Zmin = — 1.
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VI1.5. UNG DUNG BAI TOAN CUC TRI VAO KINH TE

Vi du 21. Cho ham lgi nhuan cia mét xi nghiép ddi véi mot loai san phém la
7=R-C-T

trong 46 7 13 lgi nhuan, R 12 doanh thu, C 1a téng chi phi gdm chi phi c¢b dinh f ( khong phu thudc vao sd
lwong san pham), chi phi bién thién cQ (c 14 chi phi trung binh cho mét san pham, Q 13 san luong), t 1a thué
trén mot san pham, T 13 tong thué.
GiasaP=a-bQ (a,b>0).
Khidotaco  7=aQ-bQ>—(c+1)Q—F.
Bai toan dat ra la:

- Xi nghiép mudn xéac dinh muc san luong Q dé 1gi nhuén dat cuc dai.

- Nha nuéc mudn xac dinh mie thué t trén mot san phém dé téng thué dat cuc dai.
Ta s€ gidi bai toan cho truong hop cu thé: a=10,b=1, c=2, f=1. Khi d6 ham loi nhuan 1a

7=10Q-Q> -(2+H)Q -1
a) Trudc tién ta dimg trén cuong vi cta xi nghiép, xem t nhu tham s6 thi 7 13 ham mot bién theo Q. Khi
do ta co

T =-2Q+8—t, n'zO@Qz% 0<t<8), 7'=-2<0

Vay ham loi nhuén dat cuc dai khi @ = Q" =% (0<t<8).
, - . 8t —17
b) Ta x4c dinh mirc thué: Vi Q =@ thi T =tQ = 5 .Do do
T':8_22t=4—t, T'=0t=4, T"=-1<0
Vay tong thué dat cyc dai khi ¢t = ¢* = 4 (thoa mén 0 <t < 8).

Khi d6 ta co
RQ=Q" =2, P=P"'=a-bQ"=10-2=38
r=n=20-4-62-1=3
Vi du 22. Cho ham lgi nhuan ctia mot cong ty ddi voi mot san pham 1a
7=R-C=PQ-wL-rK
trong d6 7 1a loi nhun, R la doanh thu, C Ia chi phi, L 1a lugng lao dong, w 1a tién lwong cho mot lao
dong, K 1a tién von, r 1a 13i suat cta tién von, P 1a don gia ban san pham. Gid su Q 1a ham san xuat Cobb —
Douglas dang @ = IM3KY3 Tatim L, K dé 1oi nhuén dat tbi
da cho truong hop w=1,r = 0,02, P = 3. Khi d6 ta ¢6 ham hai bién véi cac dao ham riéng
x=3IM3KY3 [ -0,02K
2y = L23KY3 1, £ = IM3K2/3 _0,02

" 2
gy = 2 BI3K1B

=2 ) A T

"LK =3 K* =73

Tim diém dimng bang cach giai hé 7va =0, 7Z"K' =0 ta duoc L =50, K =2500. Xét cac dao ham riéng cap
hai tai diém dimg (L, Ky) = (50,2500) ta c6
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1 1 1
A=-72<0. B=rg5 o C=-1g7500"

Vay lgi nhuan dat ti da khi L = 50, K = 2500 v6i 7,45 = 50.

Vi du 23. Gia sir mt xi nghiép san xuét ra mot loai san phém va ban tai hai thi truong véi don gid lan luot
la 7 va 6 trén mot san pham. Cho biét chi phi san xuat cua xi nghi¢p do la

B ¢~ 18750000 > °

AB‘ 1

C= q12 +q199 + q% +q9 + 3, trong d6 q1 , g9 lan luot 14 lwong san pham ban dwoc & hai thi truong.
Tim q; , g9 dé lgi nhuan cta xi nghiép 1a 7 = R — C dat cuc dai.

Vi du 24. M6t cong ty san xuat mot loai san phim va tiéu thu trén hai thi trudng riéng biét. Cho biét ham
5 o ) P,
cau trén hai thi truong lan lugt 1a @4 = 80 — 31

C@) = Q* +30Q + 10,
trong d6 P, B, 1a don gia trén ting thi truong, Q 1a téng san luong ciia cong ty. Tim khdi luong san

P :
, Qg9 =80 - f . Ham téng chi phi la

pham @, @, cong ty cung cap cho timg thi trudng dé loi nhuan cao nht.
Vi du 25. Cho ham lgi ich U = C;Cy, trong d6 Cy, Cy 13 s tién tiéu dung tai cudi thoi ki thir nhat, thir
hai. Gia st 13i sudt tai cudi thoi ki thir nhat 1a r = 0,5%, tong thu nhap tai cudi thoi ki nay 1a

I=C+ i Ta can tim Ci, Cy dé ham loi ich U dat cyc dai.

1+r°
Gidi. Pay 13 bai toan tim cuyc tri cia ham sé U véi diéu kién rang budc I — C - lcfr =0.
Do d6 ta xét ham s6 Lagrange L(Cy,Cy) = C,Cy + /I(I -C; - T €%5j
Taco
' ' /1 ! CZ
Lc, =Cy -1, Lc, =C ~1.005 L, =1-C; ~1.005
Lclg =0, Lg,c, =1, ch =0
Giai hé phuong trinh ECI =0, Ecl -0, L ;= 0 ta tim dugc diém dimg:
I I I I I
Cl = § ; CZ = 1,0055 5 A= 1,0055 = M0(§,1,005§]
Vi phan cip hai tai diém dirng dzL(MO) =2dCidCy = —ﬁng <0 (vi dC; , dCq bi rang budc
bori didu kien d| I — ) — -2 | = —dC, — —X_ac, = 0).
i L 1+r L7 14,72
A o o1 N I . I’
Vay U dat cuc dai khi C; = C = 3’ Cy=Cy = 1,005§ .Khidd Uy = 1,005Z.

Vi du 26. Cho ham chi phi ctia mét xi nghiép 1a C(L, K) = wL + rK , trong d6 w = 400 13 tién luong cua
mdi lao dong, r = 0,01 14 14i sudt ctia von vay. Gia st xi nghiép phai san xuat ) = 1000 san pham va
ham san pham 13 @ = LY 2K 2 Tim L va K dé C dat cuc tidu.

HD. Can tim cuc tiéu cta ham chi phi C vé6i diéu kién rang buoc @ = Q-
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Vi du 27. Mot nguoi du kién ding 130 don vi tién dé mua hai loai hang hoa c6 gia 1an luot 1a
b =4,PR =6. Biét ham hitu dung cua hai loai hang nay 1a U (x1,%9) = (27 + 2)(x9 + 1), trong d6
%1 , X9 1an lugt 1a khéi lwong hai loai hang. Hay xac dinh x; , xo dé ham hitu dung dat gia tri 16n nht.
V1.6. HAM THUAN NHAT VA PANH GIA HIEU QUA QUY MO SAN XUAT
1. KHAI NIEM HAM THUAN NHAT
a) Dinh nghia: Ham z = f(x, y) xac dinh trén mién phang D goi 1a ham thuan nhat bac s néu
f(tx ty) = £f(x, y); V(x, y)eD ma (tx, ty)eD, Vt > 0.
b) Vi du 28: f(x, y) = x*+ 2x%y — 5xy* + y* 1a ham thudn nhét bac 3.
¢) Vidu 29: Him san xuit Cobb — Douglas Q = Q(K, L) = AK“LP (A, a, B 12 céc s6 duong); & diy K
1a von (tu ban), L 1a luvgng lao dong.
2. CONG THUC EULER
Cho ham hai bién z = f(x, y) x4c dinh va c6 cac dao ham riéng lién tyc trén mién phang chit nhat
D= {(x, y)/a<x<b c<y<d} (a<b,c<dla4sb thuc di cho)
Pé f1a ham thuan nhat bac s > 0, can va du 13 xz’, + yz’y =s.z; V(X, y) €D.
3. PANH GIA HIEU QUA CUA QUY MO SAN XUAT
a) Quy mé san xuit ting: Ta noi quy mo san xudt tang Ién t 1an tirc 14 tat ca cac yéu td dung trong
san xuat déu tang 1én t 1an (t > 1).
b) Gia sir ham san xuit 1a Q = Q(K, L). Ta néi

+ Hiéu qud sdn xudt ting theo quy mé néu Q(tK, tL) > tQ(K, L), Vvt > 1.
+ Hiéu qud sdn xudt giam theo quy mé néu Q(tK, tL) < tQ(K, L), vt > 1.

+ Higu qud sin xudt khong doi theo quy mé néu Q(iK, tL) = tQ(K, L), Vt > 1.

¢) Nhin xét: Néu Q = Q (K, L) 1a ham thudn nhat bac s > 0 thi
+ Hiéu qua san xuit ting theo quy mé khi va chi khi s> 1.
+ Hiéu qua san xuét giam theo quy mé khi va chi khi s<1.
+ Hiéu qua san xuit khong do6i theo quy mé khi va chi khi s = 1.

d) Vidu30: Ham Cobb — Douglas Q = Q(K, L) : = AK*L" (A, a, B 1a cac sb duong) rd rang 1a ham
thuan nhat bac s = o + B. Do d6 hiéu qua san xut ting, giam, khong ddi theo quy mé twong g
voi a+B>1l,a+B<l,a+B=1

BAI TAP CHUONG VI
VI1.1. Tinh cac dao ham riéng ciia cic ham s sau day
xX+Yy X 2 2x—
a) z = b) z = xe™ I
) z pramp ) z = xe C) z =y

VI.2. Tinh cac dao ham riéng cap hai ctia cac ham s6 sau day

a) z = cos(x” + y?) b) z = xye™

C) z= xx_yy d) z = ln\/x2 + y2
V1.3. Tinh vi phan cip mét, cp hai clia cac ham s sau day

a) z = 3x? — 2xy + 3y2 b) z = ld ) z = In(38x — 2y)

VI1.4. Tim cuc trj ctia cac ham sb sau day
2 .2
) z=4-x°— > by z=e* Y
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C)z:xy+%+§ d)z:2x3+y3+3x2—3y—12x—4
VL.5. Tim cuc tri véi diéu kién ctia cac ham s6 sau day

a) f(x,y) =xy, x+y =100 b) f(x,y) =x*+y*, x+y=10

c) f(x,y) =x+3y,xy =64 d) Fry)=a—o®—y* x+y=1

V1.6. Gia str mot ngudi tiéu dung mua hai loai hang hod. Cho biét ham hiru dung cta hai loai hang nay
la U(x,y) =(x+ 2)2(y + 3)2 , trong d6 x, y 1an luot 12 khéi lugng hai loai hang hoa do.
a) Tim ham hiru dung bién theo ting loai hang hoa. 3

_ b) Tinh gia tri hiru dung bién theo loai hang hoa thir nhat khi nguoi do6 mua moi loai hang 3 don
vi khoi lugng. ’ o
VI1.7. Mt cong ty san xuat hai loai hang hoa c6 ham cau lan luot 1a

2 1 1 2
=280-=-P +=-P. =420+=-P - = P,.
Ql 80 5 1 5 2 Q2 0 5 1 5 2
Gia sir tdng chi phi xac dinh bsi C(Q) = 40Q; + 180Q, + @2 + QQs + Q3 .
Tim mrc san luong dé cong ty thu dugc loi nhqén tdi da.ﬁ )
V1.8. Mot cong ty st dung hai nguyén liéu dau vao dé san xuat. Gia su san lugng Q tai cac muc
11

nguyén ligu dau vao x; , x5 xac dinh bsi cong thirc Q(xq,x9) = 12x1 x2 . Cho biét gi4 cua hai loai

nguyén liéu ddu vao lan luot 1a D1 > Pg,con gia ban san pham cua cong ty 13 q.

a) Hay xac dinh ham lgi nhuan.
b) Tim mirc nguyén li¢u dau vao x; , x9 dé loi nhuén 16n nhat.

V1.9. Cho ham lgi ich tiéu dung U = U(Ql, Q2) = Q1Q2 + Q1 + 2Q; cua hal luong cau hai loai hang
hoa tiéu dung Q1, Q.. Hay xac dinh lugng cau cua hai loai hang héa do dé tbi da hoa loi ich biét rang
gi4 ban hai loai hang héa d6 1an lugt 1a 2USD, SUSD va thu nhap danh cho tiéu ding la 51USD.

V1.10. Cho ham lgi ich U = U(Q1, Q2) = Q1°°.Q;”* hai lugng céu hai loai hang héa tiéu ding Qi, Q.
Hay xac, dinh Iugng cau cua hai loai hang hoa doé dé toi da hoa loi ich bict rang gia ban hai loai hang
hoa do l1an lugt 1a 8USD, S5USD va thu nhédp danh cho tiéu dung la 680USD.
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